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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ, 
ÑÈÑÒÅÌÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

Çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí 
íà ìåòàëëè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèÿõ âûçûâàþò ïî-
âûøåííûé èíòåðåñ ïî ïðè÷èíå ñâîåãî ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî õàðàêòåðà è íåñîìíåííîé ïðàê-
òè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè. Òåîðèÿ äèôðàêöèè 

çàëîæåíà â òðóäàõ Ã. Êèðõãîôà [11] è À. Çîì-
ìåðôåëüäà [8; 12]. Âïîñëåäñòâèè çàäà÷àìè 
äèôðàêöèè çàíèìàëèñü Ô. Ôðàíê è Ð. Ìèçåñ 
[10], Ì. Áîðí è Ý. Âîëüô [1], Ã. Ãðèíáåðã [7], 
Ï. ß. Óôèìöåâ [10] è äðóãèå àâòîðû. Â äàí-
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íîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïèñàíèå ñòðîãîé 
äèôðàêöèè ïëîñêîé âîëíû íà ïðÿìîóãîëüíîì 
èäåàëüíî-ïðîâîäÿùåì êëèíå (ñòóïåíüêå) ñ 
ó÷åòîì îïóáëèêîâàííûõ ðàíåå ðàáîò.

Êàê ïîêàçàëè Ì. Áîðí è Ý. Âîëüô 
[1, ñ. 517], äâóìåðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè, 
êîãäà ðåøåíèå çàâèñèò îò äâóõ êîîðäèíàò r, 
φ, ðàñïàäàåòñÿ íà ëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ 
äâóõ ñêàëÿðíûõ çàäà÷ äëÿ âîëí TE è TH ïî-
ëÿðèçàöèé. Ñòðîãàÿ äèôðàêöèÿ íà ñòóïåíüêå 
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, îáëàäàþùåé ÒÅ 
ïîëÿðèçàöèåé, îïèñàíà â [5]. Ó òàêîé âîëíû 
âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàðàëëåëåí êðàþ 
ñòóïåíüêè (ïðÿìîóãîëüíîãî êëèíà), à âåêòîð 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðïåíäèêóëÿðåí åìó.

Ðàññìîòðèì äèôðàêöèþ ïëîñêîé âîëíû, 
îáëàäàþùåé ÒÍ ïîëÿðèçàöèåé. Òàêàÿ âîëíà 
ñîäåðæèò òðè êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ 
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Êðàþ êëèíà ïàðàëëåëåí âåêòîð ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ, à âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 
ïåðïåíäèêóëÿðåí åìó, ïðè÷åì êîìïîíåíòà 
Ex ïàðàëëåëüíà âåðõíåé ãðàíè êëèíà, à êîì-
ïîíåíòà Ey ïåðïåíäèêóëÿðíà åé. Ãåîìåòðèÿ 
çàäà÷è ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. 

y

x0

I

�

�

�����

�

�

k

r

Отраженная
волна

Прошедшая
волна

Падающая
волна

Точка
наблюдения

Клин

Ðèñ. 1. Äèôðàêöèÿ ïëîñêîé âîëíû 
íà ïðîâîäÿùåì êëèíå â îáëàñòè 
îäíîãî îòðàæåíèÿ

Íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé 
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû õàðàêòåðèçóåòñÿ âîë-
íîâûì âåêòîðîì k, êîòîðûé â ïîëÿðíîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ìîäóëåì k = |k | = 
= 2π/λ, ãäå λ — äëèíà âîëíû; α — ïîëÿðíîé 
óãîë. Òî÷êà íàáëþäåíèÿ çàäàåòñÿ ìîäóëåì 
ðàäèóñ-âåêòîðà r = |r | è ïîëÿðíûì óãëîì φ.

Äëÿ îñöèëëèðóþùåãî äåéñòâèòåëüíîãî 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå 
ïðåäñòàâëåíèå:

Hz(r, t) = ReU(r )cos(ωt) + ImU(r )sin(ωt) = 

= Re[U(r )exp(–iωt)].

Äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû U(r ) ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ âîçíèêàåò ñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ 
çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

2

2 2

1 1
0.

U U
Uρ

ρ ρ ρ ρ ϕ
 ∂ ∂ ∂

+ + = ∂ ∂ ∂   
(1)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) 
â îáëàñòè óãëîâ 0 < φ < 2π – δ ïðè ëþáûõ 
çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà 0 < ρ < ∞. Íà âåðõíåé è 
íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ êëèíà ñòàâèòñÿ óñëîâèå 
ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
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Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (1) ðåøåíèå 
êðàåâîé çàäà÷è ñ îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè (2) 
ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñóììó ðåøåíèé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé îïòèêè è äèôðàêöèîííîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé

U = Ug + Ud.

Íà äèôðàêöèîííóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ Ud ñòà-
âèòñÿ óñëîâèå Çîììåðôåëüäà — ýòà ÷àñòü 
ðåøåíèÿ äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê èñ÷åçàþùåé 
íà áåñêîíå÷íîñòè öèëèíäðè÷åñêîé âîëíå 

1
0 exp( ) , .dU i r

r

 → → ∞  
kr

Âûðàæåíèå äëÿ ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû 
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ äàåòñÿ ñëåäóþùåé 
ôîðìóëîé [8]:

( , ) exp( cos ), , .gU i krρ θ ρ θ ρ θ ϕ α+ = = = −

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè 
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïàäàþùàÿ âîëíà îäíîêðàòíî 
îòðàæàåòñÿ òîëüêî îò âåðõíåé ãðàíè êëèíà, 
÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà óãîë ïàäåíèÿ 
ïëîñêîé âîëíû. Â ýòîì ñëó÷àå îòðàæåííàÿ 
âîëíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà âûðàæåíèåì

− ρ θ = π+ρ θ

ρ = θ = ϕ− π−α

( , ) exp( ( cos )),

, (2 ),

gU i

kr
èëè

( , ) exp( cos( )).gU iρ θ ρ ϕ α− = − +
Âàæíîé ôèçè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé 

çàäà÷è äèôðàêöèè ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü 
èçëó÷åíèÿ. Îíà ðàâíà ìîäóëþ óñðåäíåííî-
ãî ïî âðåìåíè âåêòîðà Ïîéíòèíãà [1, ñ. 51]. 
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Âû÷èñëåíèå èíòåíñèâíîñòè äëÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ ÒÅ è ÒÍ âîëíû ïðîèçâåäåíî, íàïðè-
ìåð, â [4; 6]. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ 
âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåíñèâíîñòè ñîâïàäàþò è 
äàþòñÿ ôîðìóëîé 
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Ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîãîé äèôðàêöèè ïëîñ-
êîé TH âîëíû íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì ïðÿ-
ìîóãîëüíîì êëèíå (δ = π/2) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
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ïåðèîäîì 6π
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Ïîäðîáíîñòè òåîðèè äèôðàêöèîííîãî 
èíòåãðàëà ÇÔÌ ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì 
ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [2; 3], òàì æå 
ìîæíî íàéòè âûâîä ôîðìóëû (5) äëÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî êëèíà. 

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ (5) âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü ïðîèçâîäíûõ 
(2) íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿõ êëèíà. Äëÿ 
ýòîãî ïðîùå âñåãî èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåí-
òíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äèôðàêöèîííîãî 
èíòåãðàëà [3]
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ãäå p — ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî, áîëüøåå íóëÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ 
ïðÿìîóãîëüíîãî êëèíà p = 3. Â ôîðìóëå (6)  
Jk/p(ρ) — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñ äðîáíî-ðà-
öèîíàëüíûì èíäåêñîì â ñëó÷àå öåëûõ p è 
äåéñòâèòåëüíûì èíäåêñîì â ñëó÷àå äåéñò-
âèòåëüíûõ p. Óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè 
ôîðìóë (5) è (6) íåïîñðåäñòâåííî, êîãäà 

p = 3, äîâîëüíî ñëîæíî. Äîêàçàòåëüñòâî 
ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîâåäåíî â [3] äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ öåëûõ p = n. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå 
èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóí-
êöèé è ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòóðíûõ 
èíòåãðàëîâ ÇÔÌ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå â ïåðâîé ñêîáêå 
ðåøåíèÿ (4)
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Îáúåäèíÿÿ âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì
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Íà âåðõíåé ãðàíè êëèíà φ = 0, ïîýòîìó 
îáðàùàåòñÿ â íóëü ñèíóñ â âûðàæåíèè (7). Íà 
âåðòèêàëüíîé ãðàíè êëèíà φ = 3π/2. Âñëåäñò-
âèå ýòîãî
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Íå÷åòíûå ñëàãàåìûå â ñóììå îáðàùàåò 
â íóëü ñêîáêà [1 + (–1)k] = 0, ÷åòíûå ñëàãàå-
ìûå — ñèíóñ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (4) â ïðåäñòàâëåíèè 
(6)–(7) âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ (2).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè TH 
âîëíû (3) íåîáõîäèìî íàéòè ReU(ρ, φ, γ) è  
ImU(ρ, φ, γ), à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûå äëÿ 
ôóíêöèè (4) ñ äèôðàêöèîííûì èíòåãðàëîì (5). 
Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëå-
íèé, âûïèøåì ðåçóëüòèðóþùèå ôîðìóëû:
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u u
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ρ ρ ρ
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ρ ρ
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòðîãîé äèôðàê-
öèè íà ñòóïåíüêå âîëíû, îáëàäàþùåé ÒÍ ïî-
ëÿðèçàöèåé, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (3)–(5), 
(8)–(9). Áëîê ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà 
ïðîèçâîäíûõ (8), (9) ìîæåò áûòü çàìåíåí 
÷èñëåííûì îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíûõ ðå-
øåíèÿ (4), (5). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è (3)–(5) ïðèâëåêàëèñü 
ïðîãðàììíûå ïàêåòû îáúåêòíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ «MathCad» è «Ìàòåìàòèêà». 
Âûáîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷è îïèñàí â ñòàòüå [5], òàì æå 
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðîãðàìì. Ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû 
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íà ðèñ. 2à–â ïîêàçàíû óãëîâûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ÒÍ âîëíû äëÿ çíà÷åíèé 
ρ = 1, 10, 50; γ = π/2 – 0,05. Óãîë ïàäåíèÿ 
èñõîäíîé âîëíû çäåñü áëèçîê ê âåðòèêàëüíî-
ìó óãëó. Îñîáåííîñòüþ ÒÍ âîëíû ÿâëÿåòñÿ 
òî, ÷òî àìïëèòóäà ïîëÿ è åãî èíòåíñèâíîñòü 
íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ïîâåðõíîñòÿõ 
ñòóïåíüêè. Â îáëàñòè óãëîâ 0 < φ < π – γ 
âîçíèêàåò ýôôåêò èíòåðôåðåíöèè ìåæäó 
ïàäàþùåé è îòðàæåííîé îò âåðõíåé ãðàíè 
êëèíà âîëíàìè. Ïðè ïàäåíèè, áëèçêîì ê 
âåðòèêàëüíîìó óãëó, äâå âîëíû ãàñÿò äðóã 

(9)
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Ðèñ. 2. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äëÿ âîëíû, îáëàäàþùåé ÒÍ ïîëÿðèçàöèåé 
ρ = 1 (à), 10 (á), 50 (â); γ = π/2 – 0,05 è ÒÅ ïîëÿðèçàöèåé ρ = 50, γ = π/2 – 0,05 (ã)
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äðóãà, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 
èíòåíñèâíîñòè â ýòîé çîíå. Â îáëàñòè óãëîâ 
π – γ < φ < π + γ èìååòñÿ òîëüêî ïàäàþùàÿ 
(îíà æå ïðîøåäøàÿ) âîëíà. Ýòà âîëíà âîç-
ìóùåíà ýôôåêòîì äèôðàêöèè, ÷òî ïðîÿâëÿ-
åòñÿ â íàëè÷èè ìåëêîé âîëíîâîé ñòðóêòóðû 
(ðèñ. 2â). Ýôôåêò äèôðàêöèè ñëàáî âûðà-
æåí, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìàëûì ïåðåïàäîì ïîëÿ 
ó âåðòèêàëüíîé ñòåíêè ñòóïåíüêè. Â îáëàñòè 
óãëîâ π + γ < φ < 3π/2 ôîðìàëüíî èìååò 

ìåñòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåíü. Îäíàêî äàííàÿ 
îáëàñòü óãëîâ çàïîëíåíà äèôôóíäèðîâàâ-
øèì òóäà ïîëåì, ÷òî ñíèæàåò ñèëó ýôôåêòà 
äèôðàêöèè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåê-
ñíîé àìïëèòóäû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÒÍ âîëíû â 
äàëüíåé çîíå ρ = 50; γ = π/2 – 0,05 âû÷èñ-
ëåíû íà ðèñ. 3. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâ-
íèòü ýôôåêòû äèôðàêöèè äëÿ âîëí ñ ÒÅ è ÒÍ 
ïîëÿðèçàöèÿìè. Ýòè îòëè÷èÿ èëëþñòðèðóåò 
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îáëàäàþùåé ÒÍ ïîëÿðèçàöèåé, äëÿ ρ = 50; γ = π/2 – 0,05: 
à — ReU; á — ImU
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Ðèñ. 4. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äëÿ âîëíû, îáëàäàþùåé ÒÍ ïîëÿðèçàöèåé 
ρ = 1 (à), 10 (á), 50 (â); γ = π/3 è ÒÅ ïîëÿðèçàöèåé ρ = 50; γ = π/3 (ã)
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ðèñ. 2ã, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíà äèôðàêöèÿ 
âîëíû ÒÅ ïîëÿðèçàöèè äëÿ èäåíòè÷íîãî ñëó-
÷àÿ. Êàê âèäèì, ýôôåêòû äèôðàêöèè äëÿ ÒÅ 
è ÒÍ âîëí êàðäèíàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Âîëíà 
ñ ÒÍ ïîëÿðèçàöèåé ìåíåå ïîäâåðæåíà äèô-
ðàêöèè, ÷åì âîëíà ñ ÒÅ ïîëÿðèçàöèåé. 

Íà ðèñ. 4à–â ïðåäñòàâëåíà äèôðàêöèÿ íà 
ñòóïåíüêå âîëíû ñ ÒÍ ïîëÿðèçàöèåé, ïàäàþ-
ùåé íà âåðõíþþ ãðàíü ñòóïåíüêè ïîä ìåíü-
øèì óãëîì, ðàâíûì π/3. Ãðàíèöà «ñâåò-òåíü» 
â ýòîì ñëó÷àå ïðîõîäèò ñóùåñòâåííî äàëüøå 
îò âåðòèêàëüíîé ñòåíêè. Îòëè÷èÿ ýôôåêòîâ 
äèôðàêöèè äëÿ ÒÅ è ÒÍ âîëí ïðè ýòîì óìåíü-
øàþòñÿ. Èçëó÷åíèå íå óñïåâàåò ïîëíîñòüþ 
çàïîëíèòü îáëàñòü òåíè. Îäíàêî àìïëèòóäà 
êîëåáàíèé äèôðàêöèîííûõ ìàêñèìóìîâ îñ-
òàåòñÿ áîëüøå äëÿ âîëíû ñ ÒÅ ïîëÿðèçàöèåé 
(ðèñ. 4ã). Àìïëèòóäû â äàëüíåé çîíå äëÿ âîë-
íû ÒÍ ïîëÿðèçàöèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.

Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ðàçðàáî-
òàííûõ â [5], ïðîâåäåíî äåòàëüíîå èññëåäîâà-
íèå äèôðàêöèè ÒÍ âîëíû íà ïðÿìîóãîëüíîì 
êëèíå. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêæå êàê è â ñëó÷àå 
äèôðàêöèè íà ïîëóïëîñêîñòè [4; 6] ïðè äèô-
ðàêöèè íà ñòóïåíüêå êîíå÷íûé ýôôåêò ìåíåå 
ÿðêî âûðàæåí äëÿ ÒÍ âîëíû ïî ñðàâíåíèþ ñ 
ÒÅ âîëíîé. Ïðè óãëàõ ïàäåíèÿ èñõîäíîé ïëîñ-
êîé âîëíû, áëèçêèõ ê âåðòèêàëüíîìó óãëó, 
ïðîèñõîäèò çàïîëíåíèå îáëàñòè òåíè âïëîòü 
äî âåðòèêàëüíîé ñòåíêè ýëåêòðîìàãíèòíûì 
ïîëåì, ÷òî ñíèæàåò ïîñëåäóþùèé ýôôåêò 
äèôðàêöèè è óìåíüøàåò ãëóáèíó ìîäóëÿöèè 
èíòåíñèâíîñòè äëÿ ïðîøåäøåé ÒÍ âîëíû. 
Ïðè óìåíüøåíèè óãëà ïàäåíèÿ (óãëà Çîììåð-
ôåëüäà) îòëè÷èÿ â äèôðàêöèè ÒÍ è ÒÅ âîëí 
óìåíüøàþòñÿ, îäíàêî àìïëèòóäà äèôðàê-
öèîííûõ êîëåáàíèé èíòåíñèâíîñòè îñòàåòñÿ 
ìåíüøå ó ïðîøåäøåé ÒÍ âîëíû.
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Ðèñ. 5. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû âîëíû, 
îáëàäàþùåé ÒÍ ïîëÿðèçàöèåé, äëÿ ρ = 50; γ = π/3: 
à — ReU; á — ImU
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